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Abstract. A system of identical fermions is considered. The Hamiltonian equations corresponding to the true symbol 
of the system are presented in equivalent form. Solutions to the equations of motion are obtained. An equivalent form of the 
Hamiltonian equations, which admits representation as a Lax pair, is considered. 

Keywords: model system of fermions, true symbol, Hamiltonian equations, Lax pair 
Аннотация. Рассмотрена система тождественных фермионов. Уравнения Гамильтона, соответствующие 

истинному символу системы, представлены в эквивалентной форме. Получены решения уравнений движения. 
Рассмотрена эквивалентная форма уравнений Гамильтона, допускающая представление в виде пары Лакса. 

Ключевые слова: модельная система фермионов, истинный символ, уравнения гамильтона,  пара Лакса 

 

𝑁 𝑚

𝑇

𝐿1, 𝐿2, 𝐿3

𝑉(𝑥, 𝑦) = 𝑉 (√𝑁
3

(𝑥 − 𝑦)) , (7.1)

𝑉(𝑥) 𝑥, 𝑦 ∈  𝑇

𝑁

𝑁

ℋα[Φ+(⋅), Φ(⋅)] = ∬ dxdy Φ+(x, y) (−
ℏ2

2m
(Δx + Δy) + αV(x, y)) Φ(x, y)  +

+2𝑁 ∬ dxdydx′dy′ V(x, y)Φ+(x, y)Φ+(x′, y′)Φ(x, x′)Φ(y′, y), (7.2)
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Φ+(x, y), Φ(x, y) 𝐿2(𝑇2) 𝛥𝑥

х 𝛼 ∈ [0,1]

Φ+(x, y), Φ(x, y)

∬ dxdy Φ+(x, y), Φ(x, y) =
1

2
. (7.3)

iΦ̇(x, y, t) =
δℋα

δΦ (x, y, t)
,        − iΦ̇

+
(x, y, t) =

δℋα

δΦ (x, y, t)
, (7.4)

𝑖Φ̇(x, y, t) = (−
ℏ2

2m
(Δx + Δy) + αV(x, y)) Φ(x, y, 𝑡) +

+2𝑁 ∬ 𝑑𝑥′𝑑𝑦′(𝑉(x, y) + 𝑉(𝑥′, 𝑦′))Φ+(x′, y′, 𝑡)Φ(x, x′, 𝑡)Φ(y′, y, t) , (7.5)

−𝑖Φ̇
+

(x, y, t) = (−
ℏ2

2m
(Δx + Δy) + αV(x, y)) Φ+(x, y, 𝑡) +

+2𝑁 ∬ 𝑑𝑥′𝑑𝑦′(𝑉(𝑥, 𝑥′) + 𝑉(𝑦, 𝑦′))Φ(x′, y′, 𝑡)Φ+(x, x′, 𝑡)Φ(y′, y, t) . (7.6)

𝑅̃(𝑥, 𝑦, 𝑡) = √𝑁Φ+(𝑥, 𝑦, 𝑡),   G(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 2𝑁 ∫ 𝑑𝑧 Φ+(𝑥, 𝑧, 𝑡)Φ(𝑦, 𝑧, 𝑡),

𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 2√𝑁 ( 𝛼Φ(𝑥, 𝑦, 𝑡)  −   ∫ 𝑑𝑧 Φ(𝑥, 𝑧, 𝑡) 𝐺(𝑧, 𝑦, 𝑡)) , (7.7)

𝐿2(𝑇2) Ф+(𝑥, 𝑦), Ф(𝑥, 𝑦)

𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑡) = −𝑅(𝑦, 𝑥, 𝑡), 𝑅̃(𝑥, 𝑦, 𝑡) = −𝑅̃(𝑦, 𝑥, 𝑡)

∫ 𝑑𝑧 𝐺(𝑥, 𝑧, 𝑡) 𝐺(𝑧, 𝑦, 𝑡)  =  ∫ 𝑑𝑧 𝑅̃(𝑥, 𝑧, 𝑡) 𝑅(𝑧, 𝑦, 𝑡) + 𝛼𝐺(𝑥, 𝑦). (7.8)
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∫ dx 𝐺(𝑥, 𝑥, 𝑡) = 𝑁, (7.9)

𝑖 ̇ (𝑥, 𝑦, 𝑡) =
ℏ2

2𝑚
(Δ𝑥  −  Δ𝑦)𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑡) + ∫ 𝑑𝑧 (𝑉(𝑥, 𝑧) − 𝑉(𝑦, 𝑧))𝑅̃(𝑥, 𝑧, 𝑡) 𝑅(𝑧, 𝑦, 𝑡),

(7.10)

𝑖𝑅̇(𝑥, 𝑦, 𝑡) = (−
ℏ2

2𝑚
(Δx + Δy) + αV(x, y)) 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑡) −

 − ∫ 𝑑𝑧 (𝑉(𝑥, 𝑧)𝑅(𝑥, 𝑧, 𝑡) 𝐺(𝑧, 𝑦, 𝑡) + 𝑉(𝑦, 𝑧)𝑅(𝑧, 𝑦, 𝑡)𝐺(𝑧, 𝑥, 𝑡)), (7.11)

−𝑖𝑅̇̃(𝑥, 𝑦, 𝑡) = (−
ℏ2

2𝑚
(Δx + Δy) + αV(x, y)) 𝑅̃(𝑥, 𝑦, 𝑡) −

− ∫ 𝑑𝑧 (𝑉(𝑥, 𝑧)𝑅̃(𝑥, 𝑧, 𝑡) 𝐺(𝑦, 𝑧, 𝑡) + 𝑉(𝑦, 𝑧)𝑅̃(𝑧, 𝑦, 𝑡)𝐺(𝑥, 𝑧, 𝑡)) , (7.12)

Ф+(𝑥, 𝑦), Ф(𝑥, 𝑦)

𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝐺(𝑥, 𝑦),

𝑅̃(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑅̃(𝑥, 𝑦)𝑒𝑖Ω𝑡, (7.13)

𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑅(𝑥, 𝑦)𝑒−𝑖Ω𝑡.  

ℏ2

2m
(Δx  − Δy)G(𝑥, 𝑦) + ∫ 𝑑𝑧 (𝑉(𝑥, 𝑧) − 𝑉(𝑦, 𝑧))𝑅̃(𝑥, 𝑧) 𝑅(𝑧, 𝑦) = 0, (7.14)

Ω𝑅(𝑥, 𝑦)  = (−
ℏ2

2m
(Δx + Δy) + αV(x, y)) 𝑅(𝑥, 𝑦)  − 

− ∫ 𝑑𝑧 (𝑉(𝑥, 𝑧)R(𝑥, 𝑧) 𝐺(𝑧, 𝑦) + 𝑉(𝑦, 𝑧)𝑅(𝑧, 𝑦)𝐺(𝑧, 𝑥)), (7.15)

Ω𝑅̃(𝑥, 𝑦) = (−
ℏ2

2m
(Δx + Δy) + αV(x, y)) 𝑅̃(𝑥, 𝑦) −

− ∫ 𝑑𝑧 (𝑉(𝑥, 𝑧)𝑅̃(𝑥, 𝑧) 𝐺(𝑦, 𝑧) + 𝑉(𝑦, 𝑧)𝑅̃(𝑧, 𝑦)𝐺(𝑥, 𝑧)). (7.16)
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[𝐴̂, 𝐿̂]
−

= 0. (7.17)

𝐴̂, 𝐿̂

𝐴̂ = (
𝐺̂ −

α

2
−𝑅̂̃

𝑅̂
α

2
− 𝐺̂𝑇

),     𝐿̂ = (𝑇̂ −𝐵̂̃
𝐵̂ −𝑇̂

) , (7.18)

𝐺̂, 𝑅̂, 𝑅̂̃ 𝐺(𝑥, 𝑦), 𝑅(𝑥, 𝑦), 𝑅̃(𝑥, 𝑦), 𝐺̂𝑇

𝐺(𝑦, 𝑥) 𝐿 ̂

𝑇(𝑥, 𝑦) = −
ℏ2

2𝑚
𝛥𝑥𝛿(𝑥 − 𝑦) −

𝛺

2
𝛿(𝑥 − 𝑦),

𝐵(𝑥, 𝑦) = 𝑉(𝑥, 𝑦)𝑅(𝑥, 𝑦),

 𝐵̃(𝑥, 𝑦) = 𝑉(𝑥, 𝑦) 𝑅̃(𝑥, 𝑦),

δ(⋅)

𝐺̂𝑇̂ − 𝑅̂̃𝐵̂ − 𝑇̂𝐺̂ + 𝐵̂̃𝑅̂ = 0,

𝑅̂𝑇̂ − 𝐺̂𝑇𝐵̂ − 𝐵̂𝐺̂ + 𝑇̂𝑅̂ + 𝛼𝐵̂ = 0,

𝑅̂̃𝑇̂ − 𝐺̂𝐵̂̃ − 𝐵̂̃𝐺̂𝑇 + 𝑇̂𝑅̂̃ + 𝛼𝐵̂̃ = 0,

𝐺̂𝑇𝑇̂ − 𝑅̂𝐵̂̃ + 𝐵̂𝑅̂̃ − 𝑇̂𝐺̂𝑇 = 0.

−
ℏ2

2𝑚
(Δx  − Δy)G(𝑦, 𝑥) − ∫ 𝑑𝑧 (𝑉(𝑥, 𝑧) − 𝑉(𝑦, 𝑧))R(𝑥, 𝑧) 𝑅̃(𝑧, 𝑦) = 0

𝑥 𝑦
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